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de  populacdes, equacdes O presente trabalho tem como objetivo principal investigar o uso do calculo
diferenciais fracionarias, fracionario na modelagem de epidemias de populacdes interagentes. Em
modelo  sird,  coronavirus particular, propomos uma generalizacdo do modelo SIR com derivadas
(covid-19) fracionarias para descrever a dindmica de uma epidemia em duas cidades com

populacoes interagentes. Em especial, analisaremos a dinamica da COVID-19 nos
municipios de Pelotas e Rio Grande, que sao cidades vizinhas e relativamente
isoladas geograficamente do restante do estado do Rio Grande do Sul.

DYNAMIC SYSTEMS WITH FRACTIONAL DERIVATIVES APPLIED TO INTERAGENT POPULATIONS
PROBLEMS

Keywords: populationdynamics, Abstract

fractional differential equations, The present work has as main objective to investigate the use of fractional

sird model, coronavirus calculus in the modeling of epidemic outbreaks of interacting populations. In

(covid-19) particular, we propose a generalization of the SIR model with fractional derivatives
to describe the dynamics of the COVID-19 epidemic outbreak in two cities with
interacting populations. In special, we consider the dynamics of COVID-19 in the
municipalities of Pelotas and Rio Grande, which are neighboring cities and are
relatively geographically isolated from the rest of the state of Rio Grande do Sul.
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INTRODUCAO

A principal motivagao para o estudo das equagoes
diferenciais é que, mesmo as equagdes mais simples,
descrevem modelos fisicos importantes, como,
por exemplo, o crescimento de uma populacio, a
proliferagio de doengas, o sistemas massa-mola,
dentre outros (VARALTA, 2014). Neste contexto, o
cdlculo fraciondrio também conhecido como célculo
de ordem ndo inteira, desempenha um papel de
crescente destaque. Desde o inicio da teoria do célculo
diferencial e integral, matemdticos como Euler e
Liouville desenvolveram suas ideias sobre o cdlculo
de derivadas e integrais de ordem nao inteiras. Apesar
de antigo, s6 nas ultima décadas verificou-se o grande
potencial do uso do cdlculo fraciondrio na modelagem
e descricio de fendmenos com caracteristicas nao-
locais. Neste contexto, fendmenos fisicos que nao
eram bem explicados por modelos baseados no cdlculo
tradicional, tém sido modelados por derivadas e
integrais de ordem fraciondria, apresentando resultados
melhores (SABATIER; AGRAWAL; TENREIRO
MACHADO, 2007).

Dentre as dreas recentes de aplicagio do célculo
fraciondrio, pode-se destacar a modelagem de
epidemias, na qual propde-se modelos que possam
ajudar a tragar politicas de controle dessas doengas de
forma a erradicd-las o mais rdpido possivel. Com base
nessa premissa, em virtude do cendrio atual, onde o
mundo enfrenta a pandemia causada pelo coronavirus
(COVID-19), decidiu-se nesse trabalho estudar o
modelo estruturado de epidemia compartimental do
tipo SIRD para populagdes interagentes. O modelo
SIRD ¢é uma generaliza¢io do conhecido modelo
compartimental SIR que inclui a taxa de mortes da
populagao, denotada por D.

Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho
¢ analisar os dados referentes ao ndmero de casos
confirmados e mortes causadas pela COVID-19
nos municipios de Pelotas ¢ Rio Grande. Por serem
cidades vizinhas e haver interagoes entre as populacoes
(fluxo de pessoas movendo-se entre as duas cidades),
propomos um modelo interagente. A solugio do
modelo serd obtida através do software Python, e
os dados relativos as populagdes empregados neste

trabalho foram extraidos do site da Prefeitura do Rio

Grande e da Prefeitura de Pelotas.

Decorrente da importincia de compreender a
proliferagido de doencas infecciosas no estudo da
dinimica de popula¢oes, encontra-se na literatura uma
quantidade significativa de trabalhos que abordam
o assunto. Em especial, apontamos alguns estudos
relacionados a dindmica da COVID-19 no Brasil e
uma proposta de abordagem para populagoes distintas
interagentes.

O artigo de Almeida (2018) tém como ideia
principal focar em modelos que consistem em equagoes
diferenciais fraciondrias para descrever a dinimica
de certas epidemias. Para o trabalho a populagio
foi dividida em quatro partes, suscetiveis, exposta,
infecciosa e recuperada (SEIR). O autor apresenta
um estudo analitico, mostrando que o modelo possui
dois pontos de equilibrio (equilibrio livre de doenga e
equilibrio endémico).

Em Silva (2020), foram analisados dados referentes
a0 nimero de casos confirmados e mortes causadas pela
COVID-19 nos estados do Parand (PR), Rio Grande
do Sul (RS) e Santa Catarina (SC). O objetivo do
estudo é compreender alguns aspectos da disseminagao
da doenga na regiao Sul do Brasil a partir da obtengao
do Numero Efetivo de Reprodugao (NER) Re de cada
estado, usou-se para isso o modelo SIRD. Mostrou-se
que esse modelo, apesar da sua simplicidade, descreve
com precisao os dados do passado e possibilita fazer
projecoes confidveis para as tendéncias da epidemia em
cada localidade. Para os resultados mostrou-se que, até
o dia 6 de junho de 2020, SC era o tGnico estado da
regiao Sul com Re<1, o que indica que o nimero de
novos casos tende a diminuir na hipétese desse cendrio
ser mantido. Por outro lado, PR e RS apresentam
Re>1, de forma que o crescimento do ndmero de
infectados pode continuar por algumas semanas caso
novas medidas nao sejam tomadas.

Finalmente, no contexto de populagoes
interagentes, no trabalho Lazo e Cezaro (2020) ¢
proposto um modelo SEIR estruturado de interagao de
$n$ populagoes distintas para descrever a propagacio
de doengas pandémicas como a COVID-19. Para
os autores o modelo proposto tem a flexibilidade
de incluir comunidades geograficamente separadas,

bem como levar em consideragio o envelhecimento
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dos grupos da populagio e suas interagdes. Foram
mostrados suposi¢des distintas sobre a dinimica do
modelo proposto que levam a uma curva semelhante
a um platd da populagio infectada, refletindo dados
coletados em grandes paises como o Brasil. Tais
observacbes apontam para a seguinte conjectura: ‘A
difusao da doenca COVID-19 das capitais para o
interior do Brasil pode ser responsdvel pelo surgimento

de um platd na curva de infectados”.
MATERIAL E METODOS

Calculo Fracionario

O cilculo de ordem nao-inteira, conhecido como
Cilculo Fracionirio, teve seu inicio em 30 de setembro
de 1695 em uma carta de CHoépital & Leibiniz. Além
de Leibniz e CHépital, outros brilhantes matemdticos,
tais como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel,
Heaviside, Liouville, entre outros, estudaram o assunto
levando as primeiras defini¢des de derivadas e integrais
fraciondrias (OLIVEIRA, 2012). Apesar de tao antigo
quanto o cdlculo convencional, foi apenas nas tltimas
trés décadas que o Célculo Fraciondrio despertou mais
atengio devido as suas aplicagdes nas mais diversas
dreas. Isso se deve ao fato de que a modelagem realista
de um fendémeno fisico nao depende apenas do tempo
instantdneo, mas também da hist6ria do tempo anterior.
Ultimamente, uma grande quantidade de estudos foi
desenvolvida sobre a aplicagao de equagoes diferenciais
fraciondrias, em vdrias dreas das ciéncias aplicadas, tais
como mecinica de fluidos, viscoelasticidade, biologia,
fisica, engenharia, etc (ARQUB; EL-AJOU, 2012).

Neste trabalho utilizaremos a definicao da derivada
fraciondria segundo Caputo pois dentre as vdrias
definicoes existentes de derivadas fraciondrias, a
defini¢ao de Caputo ¢ a que apresenta mais vantagens
em relagdo a aplicagoes no mundo real.
(Caputo) De

a derivada fraciondria 2

Definicao: acordo com Lazo
(2012), esquerda de

Caputo de ordem a>0 (a € R) ¢é definida por:

1 J1l0) .
EDEf(x) = F(n—a)f;m dt (n=[a]+1,a€ R}) Eq, (1)

onde sao derivadas ordindrias de ordem inteira n.
Em especial, para a=1 a derivada de Caputo se

reduz a uma derivada usual de primeira ordem.

0 modelo SIRD fracionario para duas

populacoes diferentes

Em 1927, Kermack e McKendrik, publicaram o
artigo intitulado “A Contribution to the Mathematical
Theory of Epidemics”, no qual introduziram o
SIR.

Esse modelo descreve a dissemina¢io de doencas

modelo epidemiolégico conhecido como
infecciosas em uma popula¢io dividida em subgrupos
de individuos suscetiveis, infectados e recuperados,
com cada um desses grupos tendo sua dinimica
descrita por uma Equacgio Diferencial (SILVA,
2020). Embora o modelo de Kermack e McKendrick
descreva a esséncia da dindmica de uma epidemia, ele
inclui apenas os elementos principais do processo.
Modelos mais complexos incluem outras categorias
de individuos na populagao, como o modelo SIRD
(em inglés: Susceptible-Infected-Recovered-Dead),
que divide as pessoas removidas em Recuperadas e
Mortas. Com isso, outros parAmetros sio incluidos,
nesse caso as taxas de recuperagio e mortalidade.

Vamos considerar o caso de duas populacoes
distintas interagentes (populacoes em cidades vizinhas).
Seja N,
i (i=12)e N, =N,+N,apopulagio total integrada.

o numero de individuos na populagao

Sejam Sl,,ll, ,Rl, e Dl, as fragdes, em relagao ao J\‘Tl.,
da populagio da populagio 7 que sio, suscetiveis,
infectados, recuperados e mortes, respectivamente, no
tempo ¢. No modelo considera-se, a evolu¢ao temporal

dada pelo seguinte sistema dinimico para i = 1,2.

2
ODES; = — z BijSili + 1 (1=35))
2J=1
6D = Z BijSil; — (v; + 1 + pl; Eq, 2)
=1
%DtaRi =Yl — wR;

%DtaDi = Kl;
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onde 0 < ot £ 1 é a ordem da derivada, Blj é a taxa
de transmissao da doenga (proporcional a taxa média
de contato na populagio e dentro da populagio), K é
a taxa de mortes da populagao infectada pela doenga,
Y ¢é o inverso do periodo infeccioso médio, para
i=1,2. Alémdisso, assume-se que as taxasde mortalidade
wé igual as taxas de natalidade, de forma que o Nl, total

da populagao é constante durante as doengas. Portanto,

tem-se que S A+ I B Rl,+ Dl: 1 (LAZO; CEZARO, 2020).

RESULTADOS E DISCUSSAO
Nesta secio estio sendo realizadas andlises e
comparagoes a cerca da Eq. 2 para derivadas de ordem
inteira (¢ = 1) e fraciondria (0 < o < 1). Primeiro,
do

fraciondrio para o caso particular sem a interagao

considera-se algumas propriedades modelo
entre cidades. Na sequéncia ¢ analisado o modelo
fraciondrio com a intera¢do entre duas populagoes.
Para a comparagao com dados reais, utilizamos dados
obtidos através do site Prefeitura do Rio Grande e
Prefeitura de Pelotas.

Antes de considerar a intera¢io entre duas

cidades. Foi feita uma andlise preliminar de apenas

uma udnica cidade (neste caso Ng = 0). Neste caso
consideramos dados reais da populagio infectada e
recuperada, ou seja, o nimero total de casos registrados
em Rio Grande, no periodo de tempo (¢) de 180 dias.
Para o estudo, considerou-se o tempo inicial (¢ = 0), e
o tempo final (¢ = 180).

A escolha do tempo inicial, foi feita para o
registro do primeiro caso de pessoas infectadas no
municipio, sendo computado em 23 de margo de
2020. Na Figura 1 a curva laranja corresponde aos
dados reais da populagio de Rio Grande, enquanto
que a curva esbogada em azul corresponde ao modelo
SIRD, para a derivada de ordem inteira (ot = 1). Os
parimetros utilizados no modelo na Figura 1 foram
Y =0.5 (supomos um tempo médio de 2 dias para o
infectado ser diagnosticado e isolado do restante da
populagio) e, por simplicidade, k = p, =0.0. Com
esses parimetros, encontramos que o valor §,, = 0.525
¢ o que melhor descreve os casos reais. Neste caso, para
a populagao de Rio Grande, tem-se que o ndmero de
reprodugao bdsica é R, =1.05 > 1, portanto, o nimero
de individuos infectados estd em crescimento (SILVA,
2020).

Figura 1: Representacao dos dados reais da populacao de Rio Grande no Python
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Fonte: Prefeitura do Rio Grande
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Finalmente, pode-se observar que a curva nao
descreve tao bem os casos reportados pelos dados oficiais,
uma vez que a dinimica mostra um crescimento linear.
Segundo Lazo e Cezaro (2020) esse crescimento linear
pode ser indicio da difusdo da doenca para cidades
vizinhas e entre bairros de uma mesma cidade. Este
fato leva a uma dinimica com crescimento anémalo,

0 que motiva a investigagao de modelos de populacoes

interagentes e de modelos fraciondrios.

Os efeitos na dinimica introduzidos pelas derivadas
fraciondrias pode ser visto na Figura 2. Pode-se observar
na Figura 2, que para a derivada de ordem inteira tem-
se um pico bem estreito da epidemia. J4 no caso das
derivadas de ordem fraciondria, conforme a ordem a
da derivada diminui, observa-se um alongamento no

periodo da epidemia.

Figura 2: Representacao dos dados reais da populacao de Rio Grande para derivadas de ordem ot =1, =0.75 e ¢ =0.5

no Python
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Fonte: : Prefeitura do Rio Grande

Com base na difusao geogrifica da doenca, decidiu-
se analisar a interagdo entre cidades vizinhas, para o
estudo em questdo considera-se os municipios de Rio
Grande e Pelotas. Note que na Figura 3A tem-se uma

diferenga no tempo em que acontece a epidemia em

cada cidade, uma vez que o niimero de infectados foi
detectado primeiro no municipio de Rio Grande, e
ocorre uma migracao dessa populacio infectada para a

cidade de Pelotas, por conta da interagio.
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Figura 3.Gréafico da fracdo da populacido infectada entre as cidades interagentes de Rio Grande e Pelotas (a); Grafico

da populacdo total infectada por dia (b)
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Fonte: Prefeitura do Rio Grande

A Figura 3B representa a soma total dessa populagao
Os
nesta simula¢io foram Y =Y,=0.5,k =k =p1=p2=0.0,
B,,=B,,=0.525 e B,,=B,,=0.000525 (supomos que 1

em cada 1000 habitantes transita entre as duas cidades

interagente infectada. parimetros utilizados

diariamente).

CONCLUSAO

O objetivo do presente trabalho ¢ investigar o uso
do cdlculo fraciondrio na modelagem de epidemias
de populagoes interagentes. Propomos um modelo
do tipo SIRD para duas cidades interagentes com
derivadas fraciondrias. Fizemos algumas analises
preliminares, e como continuagio do trabalho, iremos
analisar os dados referentes a0 nimero acumulado de
casos confirmados e mortes causadas pela COVID-19
nos municipios de Pelotas e Rio Grande. Da anilise
preliminar foi possivel observar que o modelo SIRD
cldssico, sem interagdo entre cidades e sem derivadas
fraciondrias, nio descreve tao bem os dados oficiais do
municipio de Rio Grande, uma vez que a dinimica
mostra um crescimento linear. Este resultado motiva
a investiga¢do mais detalhada do modelo fraciondrio

interagente que propomos.
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