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Resumo

A poluicdo dos corpos hidricos e formas de minimiza-la tém sido pautas cada
vez mais discutidas na atualidade, de modo que a modelagem matematica
vem desempenhando um papel essencial para o estudo do comportamento de
poluentes quando inseridos em mares e rios. No presente trabalho, foi utilizado
o método Generalized Integral Laplace Transform Technique (GILTT) para o
calculo da solucao de um modelo bidimensional e transiente de adveccdo-difusao
para descrever o transporte de efluentes contaminantes em meios hidricos, e
foram realizadas simulacoes computacionais utilizando dados de experimento
de campo com o intuito de validar o modelo utilizado. Os resultados mostram
que, comparados aos dados experimentais encontrados na literatura, os dados
simulados podem ser utilizados para a modelagem do problema em questao,
tornando possivel concluir que a metodologia utilizada, além de pratica, esta de
acordo com o processo de dispersao de poluentes que ocorre na realidade.
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Abstract

The pollution of water bodies and mechanisms to decrease it have been topics
increasingly discussed nowadays and mathematical modeling methods have
performed an essential role in the study of the way pollutants behave when
injected into rivers and seas. For the present work, it was applied the Generalized
Integral Laplace Transform Technique (GILTT) with the purpose to calculate
the solution of a two-dimensional and transient model of advection-diffusion
aiming to describe the transportation of contaminants in water environments.
Computational simulations using field experimental data were made in order to
validate the model used. Results show that, compared to the experimental data
found in the literature, simulated data may be used for modeling the problem
studied, making it possible to conclude that the methodology utilized, besides
being practical, corresponds to the pollutant dispersion process that occurs in
reality
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INTRODUCAO

A 4gua é um dos recursos mais importantes para
os seres vivos, sendo sua manutengio de grande
importincia para a sociedade, de modo que, desde a
institui¢ao da lei n° 9.433 de 8 de janeiro de 1997
(BRASIL, 1997), o tema da crescente poluicio
dos mares e rios e maneiras de combaté-la tém sido
assuntos cada vez mais debatidos (SILVA et al., 2015;
VIANNA, 2015; VIEIRA et al., 2019). Dessa forma,
dada a importincia do comportamento hidroldgico
de corpos d’dgua para o deslocamento de residuos em
meios hidricos (ABREU; CUNHA, 2015), destaca-
se o papel da modelagem matemdtica na reducio de
danos ambientais causados por agentes poluidores.

Segundo Fan, Bravo e Collischonn (2016), o uso da
modelagem matemadtica para o transporte de efluentes
em corpos hidricos “[...] propicia o controle de
alteragoes na qualidade das dguas causadas por descargas
de poluentes, o licenciamento e planejamento do uso
da dgua, as andlises de risco ¢ a tomada de decisio em
relagio a protegao de mananciais e/ou as captagdes”.
Contudo, é necessirio o estudo bem desenvolvido
acerca dessa drea para a obtengio de modelos e solucoes
analiticas cada vez mais condizentes com o processo de
dispersao de contaminantes que ocorre na realidade
(FLECK; TAVERES; EYNG, 2013).

Para a solu¢ao de modelos de transporte de residuos,
o método GILTT é um método seguro, ji utilizado
em diversos trabalhos com o propésito de encontrar
a solugao de modelos tridimensionais de advecgao-
difusao para a dispersao de poluentes na atmosfera
(BUSKE etal,2011; VOESE etal, 2018) e, também, de
modelos bidimensionais estaciondrios para a dispersao
de poluentes em corpos hidricos (BUSKE et al., 2017).
Visto isso, o presente trabalho possui como propésito
encontrar a solu¢io de um modelo bidimensional, no
plano vertical e longitudinal, e transiente de advecgao
e difusio para a locomogio de poluentes em recursos
hidricos, encontrado em Machado (2019), utilizando
o método GILT'T. Os resultados simulados apresentam
grande concordincia com os dados da natureza obtidos
na literatura (SOARES; RIBEIRO; GUEDES, 2010),
tornando possivel a utilizagao do método GILTT para
a solugao de modelos de dispersio de contaminantes

em meios aquaticos.

MATERIAL E METODOS

Modelagem do problema

Neste trabalho, foi utilizado o modelo de dispersio
de efluentes em corpos hidricos que se baseia no
principio da conservagio das massas e na Lei de
Fick. Ainda, foram utilizadas as seguintes hipdteses
fundamentais (BARROS, 2004).

* O fluxo de massa na direcio vertical é muito
maior que na dire¢io transversal;

*  Asuperficie e o leito do rio nao sao dispersivos,
ou seja, ndo hd migracio do contaminante através
destes contornos;

* O langamento do poluente é instantineo;

e A variac¢ido da drea transversal do rio e de sua
altura sdo despreziveis;

*  Assubstincias poluidoras sao dissolvidas e tém
a mesma densidade do fluido receptor;

* A velocidade de descarga do poluente é
considerada desprezivel em relagio a velocidade
longitudinal do rio ou do canal;

* O poluente nio sofre degradagio quimica
quando inserido no meio hidrico.

Dadas as consideragbes acima, a equagio que
caracteriza o modelo bidimensional e transiente para o

transporte de uma espécie genérica é dada pela equagao:

0C(x,z,t) LU 0C(x,2,t) -D, 62C(x,22, t) +D, 62C(X;Z, t) (1)
ot 10):¢ ox 0z
M - massa de poluente injetada (em mg);
denominada  equagdio  de  advecgio-difusio
bidimensional, onde:
C=C(x, z, t) - concentragao média do poluente (em
mg/m?);
t - tempo apods injecio (em §);
X € z - coordenadas longitudinal e vertical da posicao,
respectivamente (em m);
U - componente da velocidade instantinea do
escoamento na direcio X (em m/s);
D e D, - coeficientes de dispersao nas diregoes X e z,
respectivamente (em m?/s).
Para a condi¢do inicial, foi utilizada a equagao
correspondente 2 inje¢do instantdnea de contaminante

por uma fonte situada na superficie do rio:

Cx,z,t=0)= %S(X)S(Z -L), (2
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0 - funcao delta de Dirac;
L, - profundidade do rio (em m).
E, para as condi¢oes de contorno, foram utilizadas

as seguintes expressoes:

T )
Gx x=0

onde:

o

0z 2201,

=0, (3)

L - comprimento ficticio do rio, suficientemente
grande (em m), utilizado pelo fato do método GILTT
nao ser aplicado a dominios infinitos.

A Figura 1 ilustra o processo de dispersio de um
residuo no sistema de coordenadas empregado nesse
trabalho, dando destaque a0 dominio delimitado para

a aplicagao da metodologia.

Figura 1. Illustracao do problema de dispersao de

poluentes

Agua Potavel
- ﬁgu.‘: Poluida

Lz

1] Lx

Fonte: dos autores

Para a solu¢io do modelo apresentado, serd
utilizado o método GILTT, que combina a expansao
do contaminante em uma série em termos das
autofuncoes determinadas com o auxilio de um
problema auxiliar de Sturm-Liouville e a obten¢ao de
uma equagio diferencial ordindria na forma matricial,
que ¢ resolvida pela transformada de Laplace (BUSKE
etal., 2016; SILVEIRA; BUSKE; QUADROS, 2020).

Solucao pelo método GILTT
Essa secao tem como propésito a solu¢ao do modelo
descrito acima utilizando o método GILTT. Para isso,

¢ tomado o problema auxiliar de Sturm-Liouville:

o' (2)+ Bi(ok(z) =0, 0<z<L,, @
9\ (0)=0 e 9 (L,)=0,
que possui como solugio as autofungdes:
k
0@=cosBD.  Bo=T kel g

Expande-se a solugao da equagao diferencial parcial,
Eq. 1, como uma série em termos das autofungoes

obtidas na Eq. 5:
K - Ko

Cix.zp=lim > C,(x.09,(2) * 3 C,(x. 09, (2). (6)
k=0 k=0

onde:
C,(x,t) - termos a serem determinados;
K- indice no qual a soma (6) converge.
Substituindo a solu¢io dada pela Eq. 6 na Eq. 1,
aplicando o operador ["(.)p,z)dzem ambos os lados
da equagio resultante e utilizando a relagio de

ortogonalidade entre fungdes, obtém-se:

Lleiwolrulfe,ol-p, ;X—zz[ﬁk(x, 0}+ D8, (x=0. (7)

Para a resolugao da EDP dada na Eq. 7, aplica-se os
mesmos passos utilizados anteriormente. Constréi-se o
novo problema auxiliar de Sturm-Liouville, que possui

como solugio as autofungoes:

=(3 n<Z(8)

Vv, (x) =cos(A,x), A, = z [l + nj,
Expandindo a solu¢io da Eq. 7 como uma série em
termos das autofung¢des encontradas na Eq. 8, obtém-

se:

- N No

C,(x.) = lim T, (0w, () = Y. C, Oy, (x). ©)
n=0 n=0

onde:
C,, (1) - termos a serem determinados;
N,-indice no qual a soma da Eq. 9 converge.
Substituindo a solugao dada pela Eq. 9 na Eq. 7 e
aplicando o operadorJ‘OLx(.)\vm(x)dxem ambos os lados,

obtém-se a equagio:

No L, No L,

2. CLOf v, v, (0dx + U T, 0 " v, (v, (x)dx +
n=0 n=0

D05 €, 0w, 00w, (9 + D81 YT, 0 v, (v, (9 = 0.
(10)
10

Reescreve-se  a forma matricial:
Y'(t) + FY(t) (10)

onde F=B''E, e:

Y ={C,(} (11)onde

B=1{b,.} onde bom=[ " w.COW, )dx;
E={e,n.},onde

€0 = U W, (0, (0dx -+ (D02 +D B [ v, (v, (x)dx.
Aplican&o na Eq. 2 as mesmas operagoes realizadas

Eq.

na

anteriormente, expande-se a condi¢ao inicial na forma

Revista Brasileira de Engenharia e Sustentabilidade, V.9,N.3, p 8-14, , [ X ERMAC-RS]
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matricial:
Llej/IA , sek=0,
Y(0) = 2 M (12)
L), sek=0.
LZLXA (Dk( z)

Para resolver a equagio diferencial ordindria
matricial, Eq. 11, aplica-se a transformada de Laplace
em ambos os lados. Neste problema, assume-se que a
matriz F seja diagonalizdvel, e escreve-se F=XDX,:
onde D ¢é a matriz diagonal cujos elementos sio
os autovalores de F, X ¢ a matriz cujas colunas
constituem os autovetores linearmente independentes
de F e X' ésua inversa. Portanto, sendo L' { ,s — t}

a transformada inversa de Laplace, a solu¢ao da Eq. 11

serd:
Y(t)= XL {(sI+D) s = t1XY(0). (13)
Denotando por d.d, ..., d, 0os autovalores da

matriz F, calcula-se o termo <! { (sI + D), s— t}
da Eq. 13:

e™ 0 - 0
C6IaD) s o= O € — G(1).
: : . (14)
0 0 - ™

Com a matriz G(t) definida na Eq. 14, conclui-se
que a solu¢io da EDO matricial, dada pela Eq. 11, é:

Y(t) = XG(H)X'Y(0). (15)

Portanto, a solu¢io do modelo bidimensional do
deslocamento de poluentes em recursos hidricos, dado

pelas Eqgs. 1, 2 e 3, sera:

C(x,2,1) = lim Z[gok @1im > C, (), (x)} (16)

onde @, estd definido na Eq. 5, Y estd definido na
Eq. 8 ¢ C, (t) estd definido na Eq. 15.

RESULTADO E DISCUSSOES

A partir da solu¢ao do modelo bidimensional de
advecgao-difusio encontrada pelo método GILTT,
dada pela Eq. 16, foram elaboradas duas simulacoes
para a dispersio de tragadores no rio Paraibuna
realizadas por Soares, Ribeiro e Guedes (2010):

e  Para a simulagio 1, foram utilizados os dados
referentes a inje¢do do tragador Amidorodamina G
Extra, retirados da primeira campanha realizada pelos
autores, tomando a coordenada de longitude x =20km
e de alturaz= 1,355 m.

e Paraasimulacio 2, utilizou-se os dados obtidos
na injecado do tragador Uranina (ou Fluoresceina
Sédica) realizada na segunda campanha dos autores,
tomando a coordenada de longitude x =20 km e de

alturaz=1,84m
Os dados utilizados para as simulacoes estao

reunidos na Tabela 1.

O grifico da concentragao do tragador (em ppb)

Tabela 1. Dados utilizados para as simulacdes de dispersao de tracadores

X z U M A D, D,
(km) (m) (m/s) (8) (m?) (m?/s) (m?/s)
Simulagégo 1 20,000 1,355 0,533 500,000 33,678 12,700 12,700
Simulagdo 2 20,000 1,840 0,635 516,000 52,560 12,700 12,700

Fonte: Soares, Ribeiro e Guedes (2010)

A Figura 2 apresenta o grifico da concentragao
do tragador (em h) em fun¢io do tempo (em ppb)
referente a simulagio 1, em comparagio com os dados
experimentais observados em Soares, Ribeiro e Guedes
(2010).

Pela Figura 2, pode-se observar que a solugio

analitica fornece uma boa aproximagio do processo de

dispersao do tragador que ocorre na realidade. A partir
dos dados simulados, é possivel estimar o momento no
qual ocorre a concentragio mdxima de contaminante
no ponto x = 20km e z = 1,355m. Entretanto,
percebe-se a diferenca de cerca de 0,5h do momento

no qual a nuvem de tracador atinge essa posigao (cerca

de 9h).

R8Vista Brasileira de Engenharia e Sustentabilidade, V.9, N.3, p 8-14, [X ERMAC-
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Figura 2. Comparacao entre os dados simulados e experimentais da dispersao do tracador Amidorodamina G Extra

no rio Paraibuna analisados no ponto X =20 kmez=1,355m
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Fonte: dos autores.

em fun¢ao do tempo (em h) relativo a simulagao 2
¢ apresentado na Figura 3, e os dados simulados sio
comparados novamente com os dados experimentais
encontrados em Soares, Ribeiro e Guedes (2010).
Pode-se notar que a simulagao da Figura 3 ¢é ainda
mais precisa que a apresentada na Figura 2, pois, até
cerca de 9,5h, os dados simulados apresentam um
comportamento de acordo com os dados experimentais,
e aproximam rigorosamente o momento ¢ a quantidade
de concentragio médxima no ponto x = 20km e

z = 1,84m. Contudo, hd uma pequena divergéncia

entre os dados simulados e os dados do experimento
no periodo de 9,5h até 11h.

Ao comparar as duas figuras, é possivel perceber
que o pico da concentra¢do no ponto mais préximo
da superficie (simulagdo 1) é mais elevado que o pico
da concentra¢ao em um ponto mais ao fundo do rio
(simulagao 2), o que poderia ser esperado, pelo fato
da fonte de efluente estar localizada na superficie do

corpo hidrico.

Figura 3. Comparacao entre os dados simulados e experimentais da injecao do tracador Uranina no rio Paraibuna

analisados no ponto x = 20km e z = 1,84m
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Fonte: dos autores.
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CONCLUSAO

1. Foi do
Generalizedo Integral Laplace Transform Technique
(GILTT),

transiente de advec¢io-difusio para o transporte de

encontrada,  através método

a solu¢io do modelo bidimensional
poluentes em meios hidricos.

2. Foi realizada uma comparagio entre os dados
simulados da solugao obtida e os dados experimentais
encontrados na literatura, para a validagio da
metodologia utilizada.

3. Foi verificado que o método empregado se
mostra uma ferramenta eficiente para os propésitos do

presente trabalho.
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