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Resumo

A contaminacao ambiental cresce concomitante ao desenvolvimento da
sociedade. Com o passar dos anos a preocupacao com a situacao do meio
ambiente fomentou a utilizacdo da modelagem matematica na representacao
de fendomenos ligados a dispersao de poluentes, a fim de avaliar a abrangéncia
e a ocorréncia destes eventos. Desta forma, a modelagem da dispersao de um
metal pesado na agua ¢ bastante relevante, pois a partir da equacao de adveccao-
difusdo pode-se trazer contribuicoes sobre o transporte de contaminantes
nocivos para a saude dos ecossistemas. No presente estudo a solucao da equacao
de transporte unidimensional, em regime transiente, é feita numericamente, a
partir do método de diferencas finitas. A validacdo da solucdo numérica ocorre
mediante a comparacao com a solucdo analitica, disponivel na literatura, havendo
correspondéncia dada a proximidade entre ambas. Para a aplicacdao do modelo
considerou-se um ambiente aquatico hipotético para investigar a dispersao de
Mercurio.
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Abstract

Environmental contamination grows at the same time as the development of
society. Over the years, the concern with the environmental situation has fostered
the use of mathematical modeling in the representation of phenomena associated
with the dispersion of pollutants, in order to assess the scope and occurrence of
these events. In this way, the modeling of metal dispersion in the water is very
relevant, because from the advection-diffusion equation, contributions can be
made in the transport of contaminants harmful to the health of ecosystems. In
the present study, the solution of the one-dimensional transport equation in a
transient regime, was numerically developed, using the finite difference method.
The numerical solution is valid for comparison with the analytical solution,
available in the literature, with correspondence given by the proximity between
both solutions. For the model application, a hypothetical aquatic environment was
considered to investigate the Mercury dispersion.
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INTRODUCAO

Os estudos referentes ao impacto da polui¢io no
meio ambiente, segundo Yoshinari (2014), ganharam
relevincia a partir de 1970 gracas ao aprimoramento da
legislagio ambiental e do fomento a pesquisa na drea.
Desse modo, a questao ambiental ganha cada vez mais
destaque, uma vez que ao tomarmos conhecimento
dos efeitos causados pela poluicio cresce o interesse
e a necessidade de conscientizagio social, referentes a
dimensao e gravidade das a¢des humanas.

A contamina¢io do meio ambiente é um
problema que se estende hd muito tempo, afetando
as civilizacoes em diferentes periodos. Inicialmente, a
poluigao constituia-se apenas por material organico,
mas no decorrer dos anos, com o avango tecnolégico,
a mesma foi ampliada e agravada concomitantemente
a0 desenvolvimento industrial e a urbanizacio
(LACERDA; MALM, 2008).

Na contemporaneidade a questao deixa de ser a
existéncia de contaminantes nos recursos naturais, e
sim o grau e o risco aos ecossistemas. Sendo assim, a
modelagem matemdtica é uma ferramenta para estimar
e avaliar a contaminagio, tanto ao verificar casos reais
como feito por Yoshinari, Teramoto e Chang (2015)
e Furtado et al. (2021), até na projegio de cendrios
hipotéticos.

Dentre os diversos contaminantes presentes no
meio ambiente os metais possuem relevincia dada a sua
toxicidade e nao serem degraddveis (CONZA, 2017).
Deste modo, o presente trabalho objetiva apresentar a
concentra¢io de um metal nocivo para a saide num
recurso hidrico ao longo do tempo. Para isso, faz-se a
solu¢io numérica da equagao de advecgao-difusao pelo
método de diferencas finitas, verificando-a mediante

a comparagio com a solucio analitica proposta por

Ogata e Banks (1961).

0 modelo

A modelagem matemdtica da dispersao de um
agente poluente ¢ descrita pela equagao de advecgao-
difusio, a qual ¢ proposta por Chapra (2008) e Fletcher
(1997) na sua forma unidimensional (1D), em regime

transiente. Ou seja:

ocC ocC 02¢C
ot TUax Kox

onde C ¢ a concentragio do poluente (g /m?), k ¢é

(D

+yC—f=0,

o coeficiente de difusio (m%s), u é a velocidade de

transporte (m/s), X ¢ a dire¢ao (m), y é o coeficiente
de degradacio e f refere-se a fontes e/ou sumidouros.

A equagio (1) é composta pelos termos: transiente,
advectivo e difusivo. Estes correspondem a variacio
temporal da concentragao, ao transporte das particulas
por fatores do meio e a transferéncia de substancias
entre diferentes sistemas, respectivamente. Além disso,
as Gltimas duas parcelas da equagio apresentam o fator
de degradacio e a fonte.

Com o intuito de obter a solu¢io da equagao (1)
podem ser aplicados diversos métodos analiticos e/ou
numéricos, como proposto por Conza (2017) e Pilatti,
Rodriguez e Prolo Filho (2019) ao compararem ambas
as solugoes. Enquanto, Buske et al. (2017) calcula a
solugao analitica de um modelo vertical e Danconi,
Poletti e Angelis (2013) aplica apenas o método

numérico.

Método de diferencas finitas

O método de diferencas finitas ¢ bastante presente
na literatura, capaz de resolver numericamente uma
equacio diferencial, como feito por Scotton, Suarez
e Goulart (2020) na difusao de calor, Antunes et al.
(2014) para um problema de onda e Conza (2017) na
dispersao de Merctirio.

Para empregar o método das diferencas finitas faz-
se necessario discretizar o dominio, devido as técnicas
numéricas nio abrangerem uma regido continua
R, obtendo assim a sua solugio em pontos. Deste
modo, sao selecionados alguns pontos da regiao para
ser calculada a solu¢do, cujo processo é chamado
de discretizagdo e o conjunto de pontos de malha,

apresentados na Figura 1.

Figura 1. Regido continua e discretizada
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Figura 1. Fonte: Autores, 2021.

Os na malha sio identificados por

coordenadas (37), dividindo as grandezas com pontos

pontos

igualmente espagados ou nio. A discretiza¢io da regiio
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deve considerar a variagio de um ponto ao outro,
a medida que quanto maior a distincia entre eles
maior serd o residuo e problemas com convergéncia.
No entanto, se utilizada uma malha com muitos
pontos, ou seja, espagamentos pequenos, O CUStO
computacional serd elevado. Por isso, o planejamento
da malha é importante, principalmente ao serem
tratados problemas grandes.

A partir de diferengas finitas faz-se a aproximagao
numérica das derivadas reescrevendo-as em funcio dos
pontos da malha, por meio da expansio em Série de
Taylor, como apresentado por Fortuna (2000).

As aproximacoes podem ser feitas de vdrias
formas, como representado na Figura 2, relacionando
a derivada no ponto i com a sua sucessora ou a sua
antecessora, sendo diferencas progressivas e diferencas
regressivas, respectivamente. Ou ainda, a diferenga
entre a derivada do ponto sucessor e antecessor de 1,

denominada diferencas centrais.

Figura 2. Interpretacdo geométrica de diferencas finitas

Diferengas progressivas
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Fonte: Autores, 2021

0 METODO NUMERICO NA DISPERSAO DE
MERCURIO

Dados os pressupostos apresentados enunciando
a contamina¢do ambiental propde-se a modelagem
da dispersao de Mercurio, visto que “¢ o inico metal
que reconhecidamente causou 6bitos em humanos
em razio de contaminagio pela via ambiental”
(LACERDA; MALM, 2008, p.175).

A origem do Merctrio estd ligada a efluentes

industriais e agricolas, além de que em algumas

regides podem ser encontrados em niveis naturais
(LI; CAI, 2013). Além disso, dentre os metais, o
Merctrio apresenta a maior toxicidade e concentragao
conforme o nivel na cadeia alimentar, gragas ao fato de
se acumular progressivamente nos ecossistemas.

Para resolvermos o problema da contaminagio
de Merctrio aplica-se o método de diferencas finitas
nos termos da equagio (1), a partir do esquema
explicito  Foward-Time Central-Space (FTCS)
(FLETCHER, 1997). Ou seja, as derivadas em relagao
ao espago sio dadas por diferencas centrais e na
varidvel temporal faz-se a discretizacao por diferengas

progressivas, na forma:

2 —
0 C| B C(x,.ﬂ,zj) 2C(x,,z,) T )
ox’ Ax®

(xi’lj)

aC _ C(xi+1 ;) - (xi15t5) (2)
ox () 2Ax
aC _ C(Xi’tjﬂ) - C(Xp’j—1)

ot At

(x,':t,')
Enquanto os termos de degradagio e de fonte sao
escritos na forma:

J J J J
C: Ci +Ci+1 ef= fz + i+1

2 2

()

Assim, substituindo as igualdades supracitadas,
equagoes (2) e (3), e realizando manipulagoes algébricas,
a fim de isolar o termo em j +1 ou # +Az, obtém-se a

equagao de diferencas finitas na forma explicita:

C,j+1=C,{r1[/11_ _M}'C;il(l_z _ﬂ)+£(ﬁj+ iil) 4
2 2 2
At At
onde, A=k yE e A T oA

Porém, ao resolvermos o problema de forma
numérica nao possuimos garantia de correspondéncia
entre a solu¢io obtida e a real. Deste modo, segundo
Fortuna (2000), o método garantird convergéncia
quando houver consisténcia e estabilidade. Quanto
a consisténcia, refere-se ao fato da aproximacio de
diferengas finitas corresponder a equagio diferencial,

de modo que:

_C(x+Ax)-C(x) 28_(]

lim =
Ax—0 AX' ax s

)
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uma vez que desprezando os erros de truncamento
da expansio em Série de Taylor, quanto menor o
espagamento de malha melhor serd a aproximagcao,
sendo valido para a varidvel espacial bem como para a
temporal. E, caso a discretizagio nio seja consistente,
diz-se que ela nao é mais representativa da solu¢ao da
equagio diferencial.

J4& a estabilidade do método diz respeito ao fato
de erros ou perturbagdes causarem modificagdes na
solu¢do, uma vez que se ele ¢ estdvel nio hd influéncia.
No caso contrdrio, a solugio diverge, pois os mddulos
dos valores calculados crescerao de maneira aleatéria.

O esquema FTCS ¢ classificado por Fortuna (2000)
como condicionalmente estdvel devido ao seu cardcter
explicito, de modo que ao satisfazer certa condi¢ao de
estabilidade tem-se uma solu¢ao numérica estdvel.

Segundo em Fletcher (2000), para problemas
lineares h4 a andlise de estabilidade de Von Neumann,
a qual propde para termos difusivos que 4, S% e
para os advectivos 4, <1. Assim, em um problema
de advecgao-difusio faz-se necessirio considerarmos
ambas. Mas, se atendermos a condigio para /11, logo

se atende para 4.

Desse modo, manipulando algebricamente a

inequagao, hd estabilidade quando:

2
ar <2
2

Q)

Por fim, dizemos que asolugao numérica proveniente
do método converge quando Cji aproxima-se da
solucdo exata C(xi, tj), sendo estritamente necessirio
haver consisténcia para haver convergéncia. Mas, jd a

estabilidade é apenas necessdria em métodos explicitos.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os pressupostos apresentados sio aplicados num
ambiente aqudtico hipotético, cuja variagao do
Merctrio se da pela extensao (x) no tempo (2).

Para a simula¢io numérica utilizou-se Ax=0,01m e
At =0,001s para estabilidade.

Enquanto, u =1 m/s, y=0, f=0 e k= 1,67.10"
m?*/s sdo provenientes de Conza (2017), incluindo
adaptacoes para correspondéncia com o problema
ID. O problema demanda condigoes iniciais e de
contorno, representadas na Figura 3, possibilitando a

inicializagao das simulagoes e a delimita¢ao do meio.

Figura 3. Caracterizacao da geometria e condicoes do modelo
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Fonte: Autores, 2021

O software Scilab viabilizou a simulagio numérica
do problema, por isso desenvolveu-se nele um
algoritmo a partir da equagao (4), considerando as
condi¢oes de contorno e explicitando os parimetros.

Com o objetivo de validar o resultado numérico
utilizou-se da solugao analitica apresentada por Ogata
e Banks (1961) para a compara¢io. Na Figura 4
dispoe-se da comparagio entre a solugio analitica e
a numérica, exibindo a concentragio de Merctrio ao
longo da extensio em #=0,05; 0,1; 0,15¢ 0,2 s.

A concentragao do contaminante decresce ao longo

do corpo hidrico, de modo que a concentra¢io mixima

¢ obtida no contorno, em x =0, e no tempo final,
t = 0,2 s, ainda nio hd merctrio em todo dominio
discretizado. Com o passar do tempo tem-se ao longo
da extensio o aumento na concentragio de Merctrio
em cada ponto.

Agora, com a correspondéncia entre as solugoes faz-
se a simulagdo considerando f= 0,5, como proposto
por Conza (2017). Na Figura 3 tem-se a dispersao de
Merctrio em dois instantes de tempo, #= 0,1 ¢ 0,2 s,
onde é comparada a solugio via diferengas finitas com

e sem fonte.
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Figura 4. Comparacao entre a solucao analitica

A partir dos resultados apresentados na Figura 5,

observa-se que a concentragio de Merctrio é maior ao

PERIN et al.

e a numérica via diferencas finitas para a dispersao de Mercurio
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Por fim, o método numérico de diferencas
finitas descreve de forma satisfatéria o fendémeno

longo da extensao do corpo hidrico, de modo que a de contaminagio, possibilitando estudos sobre a

concentra¢ao méxima do poluente nao é mais em x=0,

e sim em x=0,05 m.

Concentragéo de Mercurio (g/m®)

Figura 5. Com
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada a solu¢io numérica
da equagio de advecgio-difusaio unidimensional
em regime transiente na modelagem da dispersao
de Merctrio, colaborando com os estudos acerca da
contamina¢io ambiental.

A abordagem utilizada resolve a equacao diferencial
pelo método de diferengas finitas, sendo assim
uma aproxima¢io numérica, tendo sua validade ao
compari-lo com a solugao analitica disponivel na
literatura, atendendo as condicoes de estabilidade de
Von Neumann.

Com a Figura 2, da concentragio pela extensao,
tornou-se conhecido o espalhamento de Mercurio,
possibilitando a investigagao dos niveis de concentragao
para previsoes futuras. Mediante a validade do modelo
e do método numérico no algoritmo desenvolvido
pelo autor, posteriormente podem ser acrescentadas
dimensoes ao problema e as equagoes governantes do
escoamento, aproximando-se mais da realidade. Entéo,
com um modelo mais realistico é possivel utilizar
a modelagem matemadtica na solugao de problemas
existentes na sociedade, auxiliando na tomada de

decisoes.
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